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K est un sous-corps de C et F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.
Pour tout n € N*, on identifiera les vecteurs de K™ aux vecteurs colonnes de M, 1 (K).

I Représentations d’un vecteur, d’une application linéaire

Notation (Vecteur colonne des coordonnées d’un vecteur dans une base)

Soit B = (e1,--- ,ey,) une base de E et soit x € E, ayant pour coordonnées (1, - ,2,) € K dans la
base B (c’est-a-dire que (x1,--- ,xy) est 'unique n-uplet tel que x = >, _, ., zi€;). On notera alors :
Z1
[zls=1| € My1(K)
Ty

(qu’on identifiera comme d’habitude a un élément de K").

Théoréme 1 (Isomorphisme associé a une base)

SiB=(e1, - ,en) est une base de E, alors lapplication
. { K™ — FE
P (@, mn) o T mie

est un isomorphisme (application linéaire bijective), dont l'application réciproque est :

=1 { EF — K™
v8 x — [z]g

Remarque
Ainsi, tout K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 est isomorphe 4 K™, via le choix d’une base.

Preuve
La linéarité de g se vérifie aisément.
Injectivité : par liberté de la famille (e1,--- ,e,).
n
z € Ker(pg) < inei:O — 1= =2,=0 << z=0g.

i=1
Surjectivité : vu que (e1,---,e,) est génératrice de E, tout vecteur x € E s’écrit sous la forme
ep(r1, -+ ,Zn), avec x1,- - - ,x, dans K.

Ainsi, ¢p est bien un isomorphisme.
L’expression de gogl vient directement de la définition des coordonnées d’un vecteur dans une base.

Définition 2 (Matrice d’une application linéaire dans un couple de bases)

Soit Bg = (e1,- -+ ,ep) une base de E, soit Bp = (€1, ,&,) une base de F' (un deuziéme K-ev
de dimension finie), et soit w € L(E,F). On appelle matrice de u dans les bases (Bg, Br) la
matrice A € My, ,(K) (an lignes et p colonnes) ayant pour colonnes les [u(e;)], pour 1 < j <p.
On notera A = Matg,, B.(u) cette matrice, ou encore Matg, (u(e1),--- ,u(ey)).

Remarque
Ainsi, la matrice d’une application linéaire se construit par colonnes, en décomposant les images des
vecteurs de la base de départ Bg dans la base d’arrivée Br :

o
A= Matp, p,(u) = fuler) ], : [ulep) /s,
o
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(bien noter que le nombre de colonnes est la dimension de l'espace de départ E, et le nombre de lignes
la dimension de 'espace d’arrivée F).
En notant a; ; le coefficient positionné en i¢ ligne et j¢ colonne de A, on a donc

Vi e [1,p], u(e;) = Zamsi.
i=1

Notation

Dans le cas particulier o u : F — FE est un endomorphisme et qu’on choisit la méme base de
représentation sur 'espace de départ et d’arrivée (ce qui n’est pas obligatoire!), on pourra utiliser la
notation abrégée :

Matg, (u) = Matg, B, (u) € My (K),

ou n = dim(E).

Théoréme 3 (Isomorphisme entre applications linéaires et matrices)
Soit Bg = (e1,--- ,ep) une base de E, soit Bp = (g1, ,&p) une base de F. Alors, lapplication

_ { L(E,F) — M, ,(K)
v u — Matp, B, (u)

est un isomorphisme.

Preuve

La encore, on vérifie facilement la linéarité de 1 : soit (u,v,A) € L(E,F) x L(E,F) x K.

En notant A = (a;;)i,; = Matg, B.(u), B= Matg, B, (v) et C = Matg, g, (Au+wv), on a pour tout
Jjell,n]:

n

()\’U, + v)(ej) = /\u(ej) + U(@j) = )\Zai,jei + Z b@j&; = Z(x\am + bi,j)5i~
i=1 i=1

i=1
Ainsi, on peut identifier les coefficients de C' :
V(i,j) € [Lin] x [Lp], iy =Xaij+bi;

(puisque ¢; ; est la coordonnée de (Au + v)(e;) suivant €;), ce qui montre que C' = AA + B, et donc la
linéarité de .

Enfin, ¢ est bijective car pour toute matrice A = (a; ;)i,; € My p(K), il existe une seule application
linéaire u € L(E, F') représentée par A dans les bases (Bg, Br) : c’est 'unique application linéaire u
telle que

vj € [1,p], u(ej) = Zai,jgi
=1

(rappelons qu'une application linéaire est entiére est entiérement déterminée par I'image des vecteurs
d’une base de 'espace de départ).

Remarque

Ainsi, si on impose deuz espaces vectoriels E (de dimension p) et F' (de dimension n), et deuz bases
B et Br respectives de ceuz-ci, alors A € M,, »,(K) représente une seule application linéaire de
FE dans F.

Mais bien sir, cette matrice peut représenter d’autres applications linéaires si on change les espaces
FE et I et les bases de représentation.
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Définition 4 (Application linéaire canoniquement associée a une matrice)
Si A e M, ,(K), on appelle application linéaire canoniquement associée a A !’application

_{KP — K"
“a X — AX

(la encore on identifie les éléments de KP a des vecteurs colonnes de M, 1(K), pour que le produit
AX ait un sens).
L’application u, est linéaire, et A est la matrice de ua dans les bases canoniques de KP et K™.

Remarque
Ainsi, une matrice a n lignes et p colonnes peut toujours représenter (dans les bases canoniques) une
unique application linéaire KP — K",

Théoréme 5 (Coordonnées de I’image d’un vecteur)
Soit Bg = (e1,- -+ ,ep) une base de E, soit Bp = (e1,- -+ ,&,) une base de F et u € L(E, F). Alors :

Ve € F, [u(z)]|B, = Matg, B (u) X [T]8,;-

Preuve
Notons A = (a;,j) = Matp, 5, (u). Soit x = >0_, xje; un vecteur de E. Par linéarité de u et définition
de A, on a

=1 j=1

2% ) zi @WJ:Z Zx .

Ainsi, pour tout ¢ € [1,n], la coordonnée de u(x) suivant ¢; est le coeflicient

p
Yi = E QT g,
j=1

et on reconnait le coefficient (4,1) de la matrice colonne A x [z]g, (par produit de la ¢ ligne de A et
de la matrice colonne [z]3, ). Donc finalement :

n
w@)s, = + | =Ax]z]s,.
Yn

Théoréme 6 (Matrice d’'une composée)
Soit Bg = (e1,- -+ ,ep) une base de E, soit Bp = (€1, ,&p) une base de F, soit B = (&1, ,&m)
une base de G. Etant données uw € L(E, F) etv € L(F,G), on avou € L(E,G) et

Matpg ps(vou) = Matg, s (v) X Matg, s, (u).

Preuve

Notons A = (a; ;) € My ,(K) et B = (b;;) € My »n(K) les matrices représentatives respectives de u
et v dans les bases annoncées et montrons que BA est la matrice représentative de v o u (attention a
Pordre dans le produit!), en calculant les images des vecteurs de la base de départ.

Pour tout j € [1,p] on a par construction des matrices A et B :

(vou)(e;) =v(ule;)) =v (Z ai,j€i> = Zai,jv(si),
et donc

(vou) Za” <Zbk @) i (En:b;“a”> €k

k=1 k=1
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n
et on a bien E biiaij = cj avec C' = BA, ce qui montre le résultat.
i=1

Corollaire 7 (Correspondance entre isomorphismes et matrices inversibles)

On suppose que dim(FE) = dim(F), et on five By une base de E et Bp une base de F'.

Une application linéaire uw € L(E, F) est bijective si et seulement si Matg, g, (u) est inversible.
Dans ce cas, Matg, p,(u)~' = Matg, g, (u™').

Preuve
Notons n = dim(F) = dim(F).
Pour u € L(E,F) et v e L(F, E), on a, en utilisant les résultats précédents :
vou=Idp < Matp, p,(vou)=Matg, g,(Idr) < Matp, p,(v) x Matp, . (w) = I,

et de méme :
uov=Idp < Matp, B, (u) X Matg, g, (v) = L,.

Le résultat s’en déduit par définition de l'inversibilité d’une matrice.

I Changements de bases

Définition 8 (Matrice de passage d’une base a4 une autre)
Etant données deux bases Bg = (e1,- - ,ep) et By = (e}, ,el,) d’un méme K-espace vectoriel E,
on appelle matrice de passage de Bg a BY, la matrice

P = MatB’E,BE<IdE) S Mn(K)

Par définition, les colonnes de P sont donc les coordonnées des IdE(e;-) = e;- dans la base
(elu"' 76n) ;

o
P =Mats, 5. (Idp) = | fei]s | [eb]s,
s
On emploiera la notation suivante, pratique :

P = Matg, (B;E)a

qui traduit bien le fait qu’on exprime (en colonne), les vecteurs de By en fonction de ceux de Bg.

Remarque
e Notons I, = la matrice identité de M, (K). On a
Matp, (Bg) =1, < By =Bg.

o SiBg, By et BY sont trois bases de E, alors

Matp, (By) = Matg, (BY) = < By = B}.

Propriété 9
(i) Awvec les notations précédentes, P est inversible et P~' = Matp: (Bg).

(i) Toute matrice inversible P € GL,(K) est la matrice de passage entre la base canonique de
K" et une autre base de K™.
Plus généralement, si on fize un K-espace vectoriel E de dimension n > 1 et une base Bg
de E, alors pour toute matrice P € GL,(K), il existe une unique base By de E telle que
P = Matg, (B%).
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Preuve
(i) D’apres les formules de composition :

MatBE(B;;)XMatB%(BE) = MatB}E,BE (IdE)XMatBE,B}E(IdE) = MatBE’BE(IdEOIdE) = I,
et pareil dans 'autre sens :
MathE(BE)XMCLﬁBE(B/E) = MatBE,B}E (IdE)XMatB;E,BE(IdE> = MatBjE,B’E(IdEOIdE) = In,

d’ou le résultat.

(74) Etant donnée A € GL,(K), il suffit de considérer us : K* — K" (’endomorphisme canoni-
quement associé & A), Puisque A est inversible, u 4 est bijective. En notant B = (e1,--- ,e,) la
base canonique de K", la famille image B’ = (ua(e1), -+ ,ua(en)) est une base de K" (puisque
u4 est un isomorphisme), et la matrice de passage qui relie ces deux bases n’est autre que A :

A= Matgg(us) = Matg(ua(er), - ,ualen)) = Matp(B').

Le méme raisonnement fonctionne avec n’importe quel espace E de dimension n et n’importe
quelle base B de E, et I'unicité de B’ vient du second point de la remarque précédente.

ATTENTION !

L’identité Idg : x — x ne se représente donc pas seulement par la matrice identité I,,.

C’est seulement le cas si on prend By = Bg.

La propriété précédente dit que n’importe quelle matrice carrée inversible peut représenter ’'identité
de F (& condition de bien choisir les bases au départ et a 'arrivée!).

Théoréme 10 (Formule de changement de base pour un vecteur)
Soit deuz bases de E, notées Bg = (e1,- -+ ,e,) et By = (e}, ,el,). Alors, pour tout € E :

’rn

[#]8, = Matp, (By) x [2]s,-

Preuve
D’aprés la formule des coordonnées de I'image d’un vecteur :

(2|5, = Idp(2)]s, = Matg, p,(Idg) x []g, = Matg, (Bp) x [z]p, -

Remarque
En notant X = [7]p, € K", X' = [z]g, € K" (vecteurs colonnes), et P = Matg, (Bg) € GL,(K) la
matrice de passage, on a

X =PX'.

Théoréme 11 (Formule de changement de bases pour une application linéaire)
Soit deur bases de E, notées Bg = (e1,--- ,ep) et By = (€1, ,¢€;,).

Soit deuz bases de F, notées Bp = (e1,--- ,&y) et Br = (e}, ,€,).

Soituw € L(E,F). Alors :

MatBjE)B%(u) = MatBF(B})_l X Matlgb,g%(u) X Matg,, (Bg)-

Preuve
D’apreés la formule de composition (utilisée deux fois), on a par associativité de la loi o :

MatB;E,B/F(u) = MatB%,B;(IdF ouoldg) = MatBF,B%(IdF) x Matp, B, (u) X MatBE,BE(IdE)a

c’est-a-dire
Matp, g, (u) = Matg, (Br) x Matg, 5, (u) x Matps, (Bp).

Remarque
En notant A = Matp, 5, (u), A" = Matp g (u) (matrices de M, ,(K)) et P = Matp,(By) €
GL,(K), Q@ = Matp, (Br) € GL,(K) les matrices de passage, on a

A'=Q AP
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III Matrices équivalentes, matrices semblables

Théoréme 12 (Matrices équivalentes)
Soit (n,p) € (N*)2. La relation binaire sur M, ,(K) :

A~A = 3P e GL,(K), 3Q € GL,(K), A' = QAP

est une relation d’équivalence sur M, ,(K).
Lorsque A ~ A’, on dit que A et A’ sont équivalentes.

Preuve
Vérifications simples.

Propriété 13 (Interprétation de ’équivalence de matrices)

Soit A, A" dans M,, ,(K), soit E et F deuzx K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n.
Les matrices A et A’ sont équivalentes si et seulement s’il existe des bases By, By de E, des bases B,
By de F' et une application linéaire u : E — F telles que A = Matg, g, (u) et A= Matg, s, (u).

Preuve

Le sens réciproque a été montré précédemment (formule de changement de bases pour les applications
linéaires).

Sens direct : supposons A’ = QT AP avec (P, Q) € GL,(K) x GL,(K).

Fixons une base Bg de E et une base Br de F.

Considérons I'application linéaire w : E — F représentée dans les bases (Bg, Br) par la matrice A
(elle existe et est unique d’aprés ce qui précede).

En tant que matrice inversible, P est la matrice de passage de Bg & une (unique) base B de E.

Et de méme pour Q. On a donc

P:MatBE(ng), Q:MatBF<B%‘)a

et on conclut par la formule de changement de bases que A" = Matp; g1 (u).

Théoréme 14 (Matrices semblables)
Soit n € N*. La relation binaire sur M, (K) :

A~ A = FPcGL,(K), A’ =P AP

est une relation d’équivalence sur M,,(K).
Lorsque A ~ A’, on dit que A et A’ sont semblables.
s

Preuve
Vérifications simples.

ATTENTION !
Cette notion n’a de sens que pour des matrices carrées.

Propriété 15 (Interprétation de la similitude de matrices)

Soit A, A" dans M,,(K), soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

Les matrices A et A’ sont semblables si et seulement s’il existe des bases Bg,By de E et un
endomorphisme u : E — E telles que A= Matg,(u) et A" = Matp (u).

Preuve
Immédiat d’aprés ce qui précéde (c’est la formule du changement de bases dans le cas particulier ou
E=Fet P=0Q).

Représentations matricielles 9/ 10



Lycée International de Valbonne - MPI/MPT* (2024-2025) Mathématiques (D. Broizat)

Remarque
Deux matrices semblables sont a fortiori équivalentes, mais la réciproque est fausse!
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